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Le but de ce développement est de montrer le théorème suivant :

Théorème. La fonction J0 : x 7→
+∞∑
n=0

(−1)n

4nn!2
x2n est bien définie sur R et est l’unique solution

de l’équation différentielle
(E) : xy′′ + y′ + xy = 0

développable en série entière vérifiant J0(0) = 1

Preuve : Procédons par analyse-synthèse :

Analyse :

Soit f une solution développable en série entière au voisinage de 0, Il existe une suite (an)n∈N et

R > 0 tel que pour tout x ∈] − R, R[, f(x) =
+∞∑
n=0

anxn. On a


xf(x) =

+∞∑
n=0

anxn+1 =
+∞∑
n=1

an−1x
n

xf ′′(x) =
+∞∑
n=0

n(n − 1)anxn−1 =
+∞∑
n=1

n(n + 1)an+1x
n

D’où (E) ⇐⇒
+∞∑
n=0

(n + 1)2an+1x
n +

+∞∑
n=1

an−1x
n = 0.

Par unicité du développement en série entière, on a a1 = 0
∀n ∈ N∗, (n + 1)2an+1 = −an−1
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d’où ∀n ∈ N, a2n+1 = 0 et a2n = (−1)na0

(2n)2(2n − 2)2 . . . 22 = (−1)n

4nn!2
a0. Donc

∀x ∈] − R, R[, f(x) = a0

+∞∑
n=0

(−1)n

4nn!2
x2n

Synthèse :

La série ainsi obtenue a un rayon de convergence infini . En effet, d’après le critère de d’Alembert,

∀x ∈ R,

∣∣∣∣∣ (−1)n+14nn!2

(−1)n4n+1(n + 1)!2
x2

∣∣∣∣∣ = x2

4(n + 1)2 −−−−→
n→+∞

0

donc f définit une fonction développable en série entière dont les coefficients vérifient la récurrence
ĺétablie : f est donc solution de l’équation différentielle.
Comme f(0) = a0, il existe une unique solution développable en série entière et vérifiant f(0) = 1

définie par f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

4nn!2
x2n □

Lemme 1. Soit J0 la solution développable en série entière tel que J0(0) = 1 et f une solution
de l’équation sur un intervalle ]0, a[, (f, J0) est libre si et seulement si f n’est pas borné au
voisinage de 0.

Preuve du lemme : Si (f, J0) est liée, comme J0 est bornée au voisinage de 0, f est bornée au
voisinage de 0.

Supposons (f, J0) libre, sur ]0, a[, l’ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel de
dimension 2 dont (f, J0) est une base. Considérons le Wronskien W = fJ ′

0 −J0f
′ de la famille (f, J0).

On a ∀x ∈]0, a[, W ′(x) = − 1
x
W (x) donc

∃C ∈ R, ∀x ∈]0, a[, W (x) = Ce− ln(x) = C

x

Comme (f, J0) est libre, on a C 6= 0, donc ∀x ∈]0, a[, f(x)J ′
0(x) − J0(x)f ′(x) = C

x
.

Si f est borné au voisinage de 0, comme


J0(x) −−→

x→0
1

J ′
0(x) −−→

x→0
0

. On a f ′(x) ∼
x→0

−C
x

donc pour b ∈]0, a[,

comme x 7→ −C
x

garde un signe constant sur ]0, b[ et n’est pas intégrable sur ]0, b[, par intégration
des relations de comparaison

f(x) − f(b) =
∫ x

b
f ′(t) dt ∼ −C

∫ x

b

dt

t
= −C(ln(x) − ln(b))

d’où f(x) ∼
x→0

−C ln(x) d’où lim
x→0

f(x) = +∞ ce qui contredit l’hypothèse f borné. D’où l’équivalence,
□

Application.

∀x ∈ R,
1
π

∫ π

0
cos(x sin θ)dθ =

+∞∑
n=0

(−1)n

4nn!
x2n
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Preuve : La fonction (x, θ) 7→ 1
π

cos(x sin(θ)) est de classe C∞ donc en posant g : x 7→
1
π

∫ π

0
cos(x sin θ)dθ, par dérivation sous le signe somme :

∀x ∈ R, g′(x) = − 1
π

∫ π

0
sin(x sin θ) sin θdθ

g′′(x) = − 1
π

∫ π

0
cos(x sin θ) sin2 θdθ

donc

xg′′(x) + g′(x) + xg(x) = 1
π

∫ π

0
[(x cos(x sin θ) cos2 θ) − sin(x sin θ) sin θ]dθ

= 1
π

[sin(x sin θ) cos θ]π0

Donc g est solution de (E) et est bornée sur R donc (J0, g) est liée sur ]0, +∞[, comme J0(0) = g(0),
il y a égalité sur R+ et sur R par parité. □
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